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Résumé : Nous présentons dans e rapport la résolution, par une méthode volumes nis,
du système des équations de Saint-Venant ave termes soures topographiques sur des
domaines 1D. Ave une idée originale de Leroux [1℄, le système des équations est omplété
par une équation triviale sur la bathymétrie. Par un hangement de variable, on élabore une
formulation élérité-vitesse des équations que l'on linéarise. Nous onstruisons ensuite un
solveur de Riemann approhé qui préserve la positivité de la élérité et qui assure la prise
en ompte des bans-ouvrants-déouvrants. Enn, des appliations numériques sur des as
tests sont présentées.
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A VFRoe sheme for 1D shallow water ows :
wetting and drying simulation
Abstrat: A nite-volume method for the one-dimensional shallow-water equations inlud-
ing topographi soure terms is presented. Exploiting an original idea by Leroux [1℄, the
system of partial-dierential equations is ompleted by a trivial equation for the bathymetry.
By applying a hange of variable, the system is given a elerity-speed formulation, and lin-
earized. As a result, an approximate Riemann solver preserving the positivity of the elerity
an be onstruted, permitting wetting and drying ow simulations to be performed. Finally,
the simulation of numerial test ases is presented.
Key-words: Shallow water equations, nite volumes, Riemann solver, positivity preserving
sheme, wetting and drying ows
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1 Introdution
La ville de Cotonou est dans une uvette einturée de plans d'eau et traversée du nord
au sud par un henal (la Lagune de Cotonou) de 4000 m de long sur 350 m de large, reliant
le la Nokoué à l'oéan Atlantique (Fig.1).
Les quelques ouvrages d'assainissement dont dispose la ville sont généralement en bordure
des routes et, pour la plupart, onnetés au henal. Malheureusement, e système de drainage
au lieu d'aider à l'évauation des eaux pluviales, sert plutt de veteur à l'invasion de la
ville par les eaux de rue du henal.
Fig. 1  Chenal de Cotonou
Les éoulements d'un tel réseau d'addution d'eau sont des éoulements à surfae libre,
en eaux peu profondes (shallow water) et sont alors régis par un système bidimensionnel des
équations de Saint-Venant. Ces équations sont obtenues à partir des équations de Navier-
Stokes pour un uide inompressible en faisant l'hypothèse de pression hydrostatique, de
vitesses uniformes suivant la vertiale, d'un fond et d'une surfae libre imperméables. On les
emploie dans des domaines aussi divers que la protetion de l'environnement, le alul des
marées et des ondes de tempête, la sédimentologie, la simulation des ondes de submersion,
l'étude des rues, et.
Dans e rapport, omme première étape dans la réalisation d'une simulation numérique
réaliste, nous proposons une étude du système unidimensionnel des équations de Saint-
Venant ave topographie. Suivant l'idée développée dans [2, 3, 4℄, nous utilisons une méth-
ode de type Volumes-Finis-Roe (VFRoe) se basant sur une formulation élérité-vitesse des
INRIA
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équations. Une telle formulation peut onduire à une élérité négative de l'état intermédiaire
du problème de Riemann y déoulant. Notre ontribution est la onstrution d'un solveur
de Riemann approhé ave un hoix des vitesses d'ondes garantissant la préservation de la
positivité de la élérité de l'état intermédiaire.
Ensuite, grâe aux résultats de [5, 6℄ nous adoptons le solveur de Riemann approhé an
de prendre en ompte le as des bans-ouvrants-déouvrants (zones noyées/non-noyées). Le
traitement de e type de as est essentiel en vue de la simulation numérique des problèmes
d'intrusion d'eau dans la ville de Cotonou.
Enn, pour tester la robustesse de notre shéma, dans un premier temps nous reprenons
des as-tests eetués dans [1℄ puis dans un seond temps deux derniers as-tests sont présen-
tés pour tester le débordement de l'eau d'un anal (bans-ouvrants-déouvrants).
2 Le modèle mathématique
En absene des fores de frottement, le système 1D des équations de Saint-Venant est
donné par :

∂h
∂t
+
∂(hu)
∂x
= 0
∂(hu)
∂t
+
∂
∂x
(
hu2 +
1
2
gh2
)
= −gh∂a
∂x
, (x, t) ∈ R× R+ (1)
u(x, t) est la vitesse de l'eau, h(x, t) la hauteur d'eau, a(x) la hauteur de la topographie du
sol, h+ a l'élevation de la surfae libre de l'eau (a et h+ a sont prises par rapport à un plan
de référene), g l'aélération gravitationnelle.
La bathymétrie a étant indépendante du temps, on omplète le système (1) par l'équation
∂a
∂t
= 0 [1℄ et on obtient :


∂h
∂t
+
∂q
∂x
= 0
∂q
∂t
+
∂
∂x
(
q2
h
+
1
2
gh2
)
+ gh
∂a
∂x
= 0
∂a
∂t
= 0
, (x, t) ∈ R× R+, (2)
où q = hu représente le débit d'eau.
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3 Intégration numérique
Nous présentons dans ette setion l'intégration des équations par utilisation des teh-
niques de volumes nis et de solveurs de Riemann.
3.1 Le maillage
On onsidère un éoulement unidimensionnel sur une longueur L.
L'intervale [0, L] est subdivisé en N segments de même amplitude ∆x =
L
N
. On obtient
alors une suite de points (xj)j∈J={0,...,N} dénis par : xj = j∆x. On pose


xj+ 1
2
=
1
2
(xj + xj+1), j ∈ {0, 1, . . . , N − 1}
Cj =
]
xj− 1
2
;xj+ 1
2
[
, j ∈ {1, . . . , N − 1}
C0 =
]
x0;x 1
2
[
CN =
]
xN− 1
2
;xN
[
(3)
Cj
xj
xj+ 1
2
xj− 1
2
xj− 3
2
xj+ 3
2
xj−1 xj+1
x
Fig. 2  Disrétisation spatiale
Pour la disrétisation temporelle, on se donne un pas de temps ∆t et une suite d'instants
tn = n∆t, n ≥ 0.
3.2 Un shéma de type Godunov
La topographie a du problème (2) est approhée par des valeurs disrètes aj , j ∈ J :
aj ≈ 1
∆x
∫
Cj
a(x)dx. (4)
En posant :
INRIA
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a∆(x) =
∑
ajχj(x), (5)
ave χj(x) = 1 si x ∈ Cj et χj(x) = 0 sinon, le système (2) est approhé par :


∂h
∂t
+
∂q
∂x
= 0
∂q
∂t
+
∂
∂x
(
q2
h
+
1
2
gh2
)
+ gh
∂a∆
∂x
= 0
∂a∆
∂t
= 0
, (x, t) ∈ R× R+ (6)
Posons w =

 hq
a∆


. La solution w du problème (6) est approhée par des valeurs
disrètes wnj , j ∈ J, n ∈ N :
wnj ≈
1
∆x
∫
Cj
w(x, tn)dx. (7)
Puisque, sur haque ellule Cj ,
∂a∆
∂x
= 0, l'intégration de (6) sur Cj × [tn, tn+1] nous
donne :
∫ tn+1
tn
∫
Cj
{
∂w
∂t
+
∂F (w)
∂x
}
dxdt = 0
∫
Cj
{
w(x, tn+1)− w(x, tn)
}
dx+
∫ tn+1
tn
{
F (w(x−
j+ 1
2
, t))− F (w(x+
j− 1
2
, t))
}
dt = 0
,
où F (w) =

 qq2
h +
1
2gh
2
0


; x− et x+ désignant respetivement les limites à gauhe et à
droite de x.
La première intégrale de ette dernière relation est approhée en utilisant (7). Il restera
alors l'approximation numérique de la deuxième intégrale.
La méthode des volumes nis repose sur le fait qu'à tout instant, la solution w est on-
stante par ellule. Ainsi, partant de la solution w(x, tn) à l'instant tn, le alul de w(x−
j+ 1
2
, t)
RR n° 0123456789
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et w(x+
j− 1
2
, t) pour t ∈ [tn, tn+1] est donné par la résolution du problème de Riemann suiv-
ant :


∂h
∂t
+
∂q
∂x
= 0
∂q
∂t
+
∂
∂x
(
q2
h
+
1
2
gh2
)
+ gh
∂a∆
∂x
= 0
∂a∆
∂t
= 0
w(x, tn) =
{
wL, si x < xj+ 1
2
wR, si x > xj+ 1
2
, (8)
où wL = w
n
j et wR = w
n
j+1.
Désignons par wnj+1/2(x/t;wL, wR) la solution autosimilaire de (8).
On dénit deux ux
Fn,−
j+ 1
2
= F (wnj+1/2(0
−;wL, wR)) et F
n,+
j+ 1
2
= F (wnj+1/2(0
+;wL, wR))
orrespondant à haque té de l'interfae de xj+ 1
2
. On obtient alors le shéma numérique
suivant :
wn+1j = w
n
j −
∆t
∆x
(
Fn,−
j+ 1
2
− Fn,+
j+ 1
2
)
(9)
4 Résolution du problème de Riemann
Il vient de e qui préède que l'implémentation numérique des équations de Saint Venant
réside en la résolution, à haque interfae, du problème de Riemann (8) ; puisque 'est ette
résolution qui fournira les ux numériques à utiliser.
En posant c =
√
gh, à haque interfae x = 0 et en dehors des zones sèhes, (8) est
équivalent à :
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

∂(2c)
∂t
+ u
∂(2c)
∂x
+ c
∂u
∂x
= 0
∂u
∂t
+ c
∂(2c)
∂x
+ u
∂u
∂x
+ g
∂a∆
∂x
= 0
∂a∆
∂t
= 0
w(x, 0) =
{
wL, si x < 0
wR, si x > 0
(10)
En posant Y (w) =

 2cu
a∆


, on obtient nalement :


∂Y
∂t
+A(Y )
∂Y
∂x
= 0
Y (x, 0) =
{
YL, si x < 0
YR, si x > 0
(11)
ave A(Y ) =

 u c 0c u g
0 0 0


.
4.1 Linéarisation du problème de Riemann
A haque interfae, on résout le système linéaire suivant :


∂Y
∂t
+A(Yˆ )
∂Y
∂x
= 0
Y (x, 0) = Y0(x) =


YL, si x < 0
YR, si x > 0
(12)
où Yˆ = Yˆ (YL, YR) est un état moyen dépendant uniquement des états YL et YR ; Yˆ doit en
plus vérier la ondition de onsistane Yˆ (Y ∗, Y ∗) = Y ∗. Un hoix possible est don :
Yˆ =
YR + YL
2
(13)
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4.2 Solveur de Riemann
A(Yˆ ) admet trois valeurs propres qui sont :
λˆ0 = 0, λˆ1 = uˆ− cˆ, λˆ2 = uˆ+ cˆ, (14)
Sous l'hypothèse que |uˆ| 6= cˆ et en dehors des zones sèhes, les trois valeurs propres sont
deux à deux distintes et A(Yˆ ) est diagonisable.
A haque valeur propre λˆk, nous assoions un veteur propre à droite rk ∈ R3 :
A(Yˆ )rk = λˆkrk (15)
et un veteur propre à gauhe
tlk :
tlkA(Yˆ ) = λˆk
tlk (16)
Proposition 4.1
tljrk = 0, ∀j 6= k.
Preuve
tljA = λˆj
tlj =⇒ (tljA) rk =
(
λˆj
tlj
)
rk
=⇒ tlj (Ark) = λˆjtljrk
=⇒ tlj(λˆkrk) = λˆjtljrk
=⇒
(
λˆk − λˆj
)
tljrk = 0
=⇒ tljrk = 0, ∀j 6= k.

Remarque 4.1
• tljrk = lj · rk.
• Si r est un veteur propre de la valeur propre λˆ, alors pour tout α 6= 0, αr est également
un veteur propre de λˆ. On peut don hoisir les bases (r0, r1, r2) et (l0, l1, l2) telles que
lj · rj = 1, ∀j = 0, 1, 2.
On peut prendre :
INRIA
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• r0 =


g(λˆ2−λˆ1)
2
− g(λˆ2+λˆ1)2
λˆ2λˆ1

, r1 =

 −11
0


, r2 =

 11
0


.
et
• l0 =


0
0
1
λˆ2λˆ1

, l1 =


− 12
1
2
g
2λˆ1

, l2 =


1
2
1
2
g
2λˆ2

.
(12) étant stritement hyperbolique, alors (r0, r1, r2) est une base de R
3
.
En désignant par Y ∗ la solution de (12), on peut alors érire :
Y ∗(x, t) = α0(x, t)r0 + α1(x, t)r1 + α2(x, t)r2 et
Y ∗0 (x) = α
0
0(x)r0 + α
0
1(x)r1 + α
0
2(x)r2
∂Y
∂t
+A(Yˆ )
∂Y
∂x
= 0 ⇔
2∑
i=0
{
∂αi
∂t
ri +
(
A(Yˆ )ri
) ∂αi
∂x
}
= 0
⇔
2∑
i=0
{
∂αi
∂t
ri +
(
λˆiri
) ∂αi
∂x
}
= 0
⇔
2∑
i=0
{
∂αi
∂t
+ λˆi
∂αi
∂x
}
ri = 0
⇔ ∂αi
∂t
+ λˆi
∂αi
∂x
= 0, ∀i = 0, 1, 2
D'après la proposition4.1, on a :
α0i (x) =
1
ri · liY
∗
0 (x) · li = Y ∗0 (x) · li =


αLi = YL · li, si x < 0
αRi = YR · li, si x > 0
Mais pour haque i, l'équation d'advetion

∂αi
∂t
+ λˆi
∂αi
∂x
= 0
α0i (x) =
{
αLi , si x < 0
αRi , si x > 0
(17)
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admet pour unique solution : αi(x, t) =


αLi , si
x
t < λˆi
αRi , si
x
t > λˆi
Ainsi la solution du problème de Riemann (12) est :
Y ∗(x, t) = YL +
∑
x/t>λˆk
(αRk − αLk )rk
= YR −
∑
x/t<λˆk
(αRk − αLk )rk
4.3 Solutions du problème de Riemann
Nous présentons dans e paragraphe les trois as possibles de solution du problème de
Riemann (12) dans le plan (x, t). On désigne Y ∗(0−, t) et Y ∗(O+, t) par Y ∗l et Y
∗
r respe-
tivement.
x
t
YL YR
Y ∗l Y
∗
ruˆ− cˆ
uˆ+ cˆ
(a)
x
t
YL YR
Y ∗l Y
∗
r uˆ+ cˆ
uˆ− cˆ
(b)
Fig. 3  Eoulement torrentiel
(a) :


Y ∗l = Y
∗
r − (αR0 − αL0 )r0
Y ∗r = YR
; (b) :


Y ∗l = YL
Y ∗r = Y
∗
l + (α
R
0 − αL0 )r0
x
t
YL YR
Y ∗l Y
∗
r
uˆ+ cˆ
uˆ− cˆ 

Y ∗l = YL + (α
R
1 − αL1 )r1
Y ∗r = YR − (αR2 − αL2 )r2
Fig. 4  Eoulement uvial
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4.4 Corretion entropique
Le solveur de Roe peut onduire à une élérité négative faisant ainsi exploser l'implé-
mentation numérique.
Par exemple, prenons un éoulement sur fond plat (a(x) ≡ 0) ave uL = −3
2
cˆ, uR =
5
2
cˆ.
On a alors ((13) et (14)) : λˆ1 = −1
2
cˆ < 0 ; λˆ2 =
3
2
cˆ > 0.
L'éoulement loal est don uvial. Déterminons la omposante 2c∗l de Y
∗
l (voir FIG.4) :
2c∗l = 2cL + (α
R
1 − αL1 )r11 (ave r11 , première omposante de r1)
= 2cL −
(
−1
2
(2cR − 2cL) + 1
2
(uR − uL)
)
= 2cL −
(
−1
2
(2cR − 2cL) + 1
2
× 4× 2cR + 2cL
2
)
= −(cR + cL) < 0
4.4.1 Célérité de l'état intermédiaire
En reprenant les trois ongurations de la setion-4.3, on obtient :
Cas (a) :


2c∗l = 2cR −
g(aR − aL)(λˆ2 − λˆ1)
2λˆ2λˆ1
2c∗r = 2cR
(18)
Cas (b) :


2c∗l = 2cL
2c∗r = 2cL +
g(aR − aL)(λˆ2 − λˆ1)
2λˆ2λˆ1
(19)
Cas () :


2c∗l =
1
2
(
2(cR + cL)− (uR − uL)− g(aR − aL)
λˆ1
)
2c∗r =
1
2
(
2(cR + cL)− (uR − uL)− g(aR − aL)
λˆ2
) (20)
RR n° 0123456789
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4.4.2 Eoulement sur fond plat
Proposition 4.2 [4℄ Si
uR − uL < 2(cR + cL) (21)
alors l'état intermédiaire Y ∗ admet une élérité positive.
Preuve
La preuve est immédiate ; en eet, ii aR − aL = 0. Par suite, la élérité de l'état
intermédiaire Y ∗ est positive d'après 18,19 et 20.

Si la ondition (21) est violée, on pose [4℄ : c∗r = c
∗
l = 0.
4.4.3 Eoulement ave topographie
On hoisit alors d'agir sur les vitesses d'ondes λˆ de l'état intermédiaire Y ∗ ; on notera λ
les nouvelles vitesses de Y ∗ qui seront utilisées dans l'implémentation numérique.
Proposition 4.3 On suppose uR − uL < 2(cR + cL) ; si λˆ1 < 0 < λˆ2, le hoix

λ1 = λˆ1
λ2 = max
(
λˆ2,
g(aR − aL)
2(cR + cL)− (uR − uL)
)
, si aR > aL
et 
 λ1 = min
(
λˆ1,
g(aR − aL)
2(cR + cL)− (uR − uL)
)
λ2 = λˆ2
, si aR < aL
permet l'obtention d'un état intermédiaire Y ∗ à élérité positive.
Preuve
La preuve est immédiate d'après 20.

Si la ondition (21) est violée, on pose :
 c
∗
l = −
g(aR − aL)
4λˆ1
c∗r = 0
, si aR > aL et


c∗l = 0
c∗r = −
g(aR − aL)
4λˆ2
, si aR < aL
INRIA
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Proposition 4.4 Si λˆ2 < 0, le hoix

λ1 = λˆ1
λ2 = min
(
λˆ2,− g(aR − aL)λˆ1
4cRλˆ1 − g(aR − aL)
)
, si aR > aL et
{
λ1 = λˆ1
λ2 = λˆ2
, si aR < aL
permet l'obtention d'un état intermédiaire Y ∗ à élérité positive.
Preuve
La preuve est immédiate d'après 18.

Proposition 4.5 Si λˆ1 > 0, le hoix
{
λ1 = λˆ1
λ2 = λˆ2
, si aR > aL et


λ1 = max
(
λˆ1,− g(aR − aL)λˆ2
4cLλˆ2 − g(aR − aL)
)
λ2 = λˆ2
, si aR < aL
permet l'obtention d'un état intermédiaire Y ∗ à élérité positive.
Preuve
La preuve est immédiate d'après 19.

4.5 Traitement des bans-ouvrants-déouvrants
On se situe ii dans le as où la hauteur de l'état wR ou elle de wL est nulle. Pour la
détermination de l'état intermédiaire Y ∗, nous utilisons les résultats de [5℄ basés sur une
nouvelle estimation des vitesses d'onde λ1 et λ2 : Une onde de détente est générée du té
où la hauteur d'eau est nulle [5, 6℄.
RR n° 0123456789
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hR > 0
hL = 0
hL > 0
hR = 0
{
λ1 = uL − cL
λ2 = uL + 2cL
{
λ1 = uL − 2cL
λ2 = uL + cL
Fig. 5  bans-ouvrants-déouvrants
5 Résultats numériques
5.1 Eoulements noyés
La longueur du domaine de alul est L = 25m, le nombre de points du maillage N =
1000 ; la durée totale d'observation est T = 1.2s ; les onditions initiales sont :
0 ≤ x ≤ 12.5 12.5 ≤ x ≤ 25
h(x, t = 0) 3 4
u(x, t = 0) 0 0
INRIA
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5.1.1 Test1 : Eoulement sur fond plat
a(x) = 0, ∀x ∈ [0; 25] ; CFL = 0.8.
Fig. 6  Test1 (t=0s)
Fig. 7  Test1 (t=1.2s)
RR n° 0123456789
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5.1.2 Test2 : Eoulement ave topographie
a(x) = 2 sur [0; 12.5] et a(x) = 0 sur [12.5; 25] ; CFL = 0.8.
Fig. 8  Test2 (t=0s)
Fig. 9  Test2 (t=1.2s)
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5.1.3 Test3 : Eoulement ave topographie
a(x) = 4 sur [0; 12.5] et a(x) = 0 sur [12.5; 25] ; CFL = 0.6.
Fig. 10  Test3 (t=0s)
Fig. 11  Test3 (t=1.2s)
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5.2 Bans-ouvrants-déouvrants
La longueur du domaine de alul est L = 25m, le nombre de points de maillageN = 500 ;
la durée totale d'observation est T ; les onditions initiales sont :
Test 4
0 ≤ x ≤ 12.5 12.5 ≤ x ≤ 25
h(x, t = 0) 1.5 0
u(x, t = 0) 0 0
Test 5
0 ≤ x ≤ 7.5 7.5 ≤ x ≤ 10.5 10.5 ≤ x ≤ 14.5 14.5 ≤ x ≤ 25
h(x, t = 0) 1 0.1− a(x) 0 0.1− a(x)
u(x, t = 0) 0 0 0 0
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5.2.1 Test4 : Bans-ouvrants-déouvrants
a(x) = 0 sur [0; 12.5] et a(x) = 1 sur [12.5; 25] ; T = 2s ; CFL = 0.4.
Fig. 12  Test4 (t=0s)
Fig. 13  Test4 (t=2s)
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5.2.2 Test5 : Bans-ouvrants-déouvrants
a(x) (voir gure) ; T = 3s ; CFL = 0.4.
Fig. 14  Test5 (t=0s)
Fig. 15  Test5 (t=3s)
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6 Conlusion
Exploitant les résultats de [2, 3, 4℄, nous avons présenté une formulation élérité-vitesse
des équations de Saint-Venant. La méthode VFRoe onduit à la résolution, par interfae du
maillage spatial, d'un problème de Riemann. Notre ontribution a été, en agissant sur les
vitesses d'ondes, la onstrution d'un solveur de Riemann approhé garantissant la préser-
vation de la positivité de la élérité de l'état intermédiaire dans la résolution du problème
de Riemann. L'exploitation des résultats de [5, 6℄ nous a ensuite permis d'adapter le solveur
an de prendre en ompte la simulation numérique des bans-ouvrants-déouvrants.
Le solveur de Riemann approhé présenté dans e rapport permet d'eetuer des simula-
tions numériques des équations de Saint-Venant, même en présene de hauteurs d'eau nulles
(reouvrement, déouvrement). La prohaine étape de notre travail onsistera à l'extension
à des tests bidimensionnels.
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